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KMA/M1 Matematika 1
Přednáška č. 3	Comment by *: přednáška nebo cvičení či seminář, případně pouze název, pokud jde o kombinaci přednáška+cvičení či přednáška+seminář

1. strana se nečísluje



Limita funkce	Comment by *: hlavní nadpis kapitoly – styl Nadpis1, úroveň číslování 1

	[image: ]
	Cíle	Comment by *: povinný prvek;
tzv. výstupy z učení, tj. uvádět dovednosti a porozumění, co konkrétního se student naučí dělat, čemu bude rozumět;
viz zaslané materiály z dřívějška
Po prostudování textu bude čtenář
· rozumět pojmu limita funkce v bodě a jednostranná limita,
· schopen zjistit, zda má funkce v daném bodě limitu, tuto spočítat a rozlišit mezi limitou vlastní a nevlastní,
· nalézt jednostrannou limitu funkce, pokud tato existuje,
· využít vlastností limit funkcí.
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	Motivace	Comment by *: povinný prvek;
odstavec, v němž „zbavíme studenta strachu
z nového učiva“, poukážeme na propojenost
učiva s předchozí kapitolou/ami, uvedeme,
co již student zná z předmětu v předchozím
ročníku, ze SŠ, s čím se setkal v praxi...
Pojem limita funkce navazuje tematicky na pojem posloupnosti. Limitu funkce si lze intuitivně představit jako hodnotu, okolo které se „koncentrují“ funkční hodnoty dané funkce. Tyto funkční hodnoty se hodnotě limity funkce v daném bodě „blíží“ buď z obou stran, nebo jen z jedné strany. Limita funkce nemusí být ani konečné číslo, dokonce nemusí v daném bodě vůbec existovat. Řada vlastností limit jednodušších funkcí nám pomůže při hledání odpovědi na otázku existence limity a její hodnoty.



Uvažujme funkci  , jejíž graf je znázorněn na obrázku 1. Definičním oborem této funkce je interval . Není tedy definovaná v bodě , tj.  nikdy nezjistíme. Víme však, jak vypadají funkční hodnoty v bodech, které leží v libovolné blízkosti bodu:	Comment by *: text, styl normální;
zarovnání do bloku??? dělení slov???
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Obrázek 1:


Definice limity funkce v bodě	Comment by *: styl Nadpis2, úroveň2

	Definice 3.1 (Vlastní limita ve vlastním bodě)	Comment by *: definice v rámečku, barva bude upřesněna – je zapotřebí dodržet, tloušťka 1,5 bodu, ohraničení tabulky. Je zapotřebí kopírovat! jinak bez stylu.
Nechť  je hromadným bodem definičního oboru funkce . Říkáme, že funkce  má v bodě  vlastní limitu , jestliže

Zapisujeme 




Příklad 1 Dokažme, že platí . Nula nepatří do definičního oboru této funkce, nicméně je hromadným bodem tohoto definičního oboru. Má-li mít funkce  v tomto bodě limitu 0, musí podle definice 3.1 platit	Comment by *: styl písma??? Bez ikon??? Bez rámečku. rozlišit řešený a neřešený příklad???
	
	(1)


Výraz    v [1] je vzhledem k oboru hodnot zkoumané funkce ekvivalentní zápisu
. Upravíme na tvar


Pokud jsme zvolili , bude nerovnost platit pro každé reálné  s výjimkou nuly, tj.
. Pro  pokračujeme v řešení úpravou na tvar


což je ekvivalentní zápisu


Řešením jsou všechna  ze sjednocení intervalů . Pro jakékoli kladné  jsme tudíž našli takové, že platí  pro každé
, čímž jsme dokázali, že 

Zkouška: Zvolme . Vidíme, že když položíme 
, pak pro všechna  platí .

	[image: ]	Comment by *: nepovinný prvek, tabulka, vlevo ikona, zarovnání nahoru,  popis zůstává (Otázka k zamyšlení), autor mění pouze text; zarovnání??? nechat na autorovi???

Možno nahradit nepovinným prvkem Úkol pro zájemce se stejnou ikonou, poněvadž se předpokládá, že vyžaduje zamyšlení studenta nad zadaným úkolem/problémem
	Otázka k zamyšlení
Souvisí spolu nějakým způsobem definice hromadného bodu a definice limity funkce? Dokážete si oba pojmy představit na obrázku grafu nějaké funkce?



	[image: ]
	Doporučení	Comment by *: viz výše
Naučte se využívat při výpočtu limity základních funkcí a snažte se aplikovat pravidla pro algebraické operace s limitami. Pro kontrolu výpočtu můžete rovněž spočítat hodnoty funkce v bodech z redukovaného okolí bodu, ve kterém hledáte limitu.
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	Upozornění	Comment by *: viz výše
Fakt, že funkce je v nějakém redukovaném okolí bodu  omezená, ještě neznamená, že má v tomto bodě limitu.




Poznámka 3.1	Comment by *: součást textu, není zvláštním prvkem, doporučuje se rozdělit do prvků nepovinných, tj. upozornění, doporučení apod.
· Hodnota limity funkce  v bodě  nezávisí na funkční hodnotě v bodě . Funkční hodnota v bodě  dokonce vůbec nemusí existovat.
· Limita funkce je definována jedině v hromadných bodech definičního oboru.
· Zápis  v definici 3.1 vyjadřuje závislost  na , tj. nejdříve volíme  a teprve potom k němu hledáme vhodné .
· Funkce nemusí mít limitu v každém hromadném bodě svého definičního oboru. Například funkce , nemá limitu v bodě .
· V  mohou být hromadnými body množiny i body nevlastní, tj. .

	[image: ]
	Další zdroje	Comment by *: nepovinný prvek, viz výše, ikona???
Pokud si chcete procvičit znalosti základních limit, navštivte stránku Roberta Maříka na adrese http://is.muni.cz/elportal/estud/prif/ps06/3143322/lim1-CZ.pdf, kde si můžete zkusit interaktivní test.




	Definice 3.2 (Vlastní limita v nevlastním bodě)
Nechť  (resp. ) je hromadným bodem definičního oboru funkce . Říkáme, že funkce  má vlastní limitu  v nevlastním bodě   (resp. ), jestliže

(resp. ).
Zapisujeme  (resp. ).




Příklad 2 Pomocí definice 3.2 dokažme, že .
		Comment by *: neřešený příklad s volným místem pro řešení – tabulka, rámeček černý 1,5b, nutno kopírovat, velikost určuje autor počtem volných řádků











Jednostranné limity

	Definice 3.6 Nechť  a nechť v každém  leží nekonečně mnoho bodů z . Říkáme, že funkce  má v bodě  vlastní limitu  zleva, jestliže

Zapisujeme .



	Definice 3.7 Nechť  a nechť v každém  leží nekonečně mnoho bodů z . Říkáme, že funkce  má v bodě  vlastní limitu  zprava, jestliže

Zapisujeme .



	Věta 3.1 Nechť v každém  i každém  leží nekonečně mnoho bodů z . Potom	Comment by *: tabulka s ohraničením 1,5b, barva rámečku??? – nutno dodržet
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	Shrnutí	Comment by *: povinný prvek;
v odrážkách  (nebo číslovaném seznamu???), krátké věty, podle kterých lze látku opakovat
· Limity slouží ke zkoumání vlastností funkcí v redukovaných okolích bodů, které jsou z nějakého důvodu problematické.
· Funkce  má v bodě  vlastní limitu , jestliže

· Funkce  má vlastní limitu  v nevlastním bodě  , resp. , jestliže
, 
resp. ).
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	Pojmy k zapamatování	Comment by *: nepovinný prvek;
tabulka, vlevo ikona, vpravo vložená tabulka s počtem sloupců dle počtu a délce pojmů, odrážky???
	· vlastní limita ve vlastním bodě
· vlastní limita v nevlastním bodě
· nevlastní limita ve vlastním bodě
	· nevlastní limita v nevlastním bodě
· limita zprava
· limita zleva
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	Kontrolní otázky	Comment by *: nepovinný prvek,
tabulka, vlevo ikona – mají korespondovat s textem a cíli
1. Jakou vlastnost musí mít bod , aby mohl být vlastní limitou funkce?
2. Které hodnoty mohou být nazývány nevlastní limitou funkce?
3. Na základě jakého pravidla rozhodnete o existenci limity, pokud znáte hodnotu limity zprava a limity zleva v určitém bodě definičního oboru této funkce?



	[image: ]
	Úlohy k procvičení	Comment by *: nepovinný prvek, nutno uvést výsledek, číslovaný seznam, zarovnaný vlevo, řešení v hranatých závorkách kurzívou??? – ve Wordu zalomení bez ukončení odstavce Shift+Enter
1. Vypočtěte limitu
			.
[0]
2. Existuje limita ?
[neexistuje]
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	Zdroje	Comment by *: povinný prvek, minimálně na konci každé kapitoly nejvyšší úrovně;
tabulka, vlevo ikona, vpravo nadpis, spodní buňka vložená tabulka – šířku levého sloupce lze upravovat, zachovat formát (autor, rok) 


		Mádrová, V. (2004) Matematická analýza I. 2. Olomouc: VUP, 2004. 215 s. ISBN 80‑244‑0933-X.
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